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1 Colinéarité

4 » oy o 4 °, 2
Définition colinéarité

Quand on peut trouver a € R tel que & = av, alors i et ¥ sont colinéaires. 0 est colinéaire

avec tous les vecteurs car 0 = 0u.

Repére du plan — admis

Soient O un point du plan et deux vecteurs non cilr}lealres i et j Pour tout point A du
plan, il existe une unique paire (z4;y4) telle que OA = x4 - i+ya-].

(xA;ya) sont les coordonnées de A dans le repére (O ; Z, j)

_, o . : T L,
De méme, pour tout vecteur # du plan, il existe une unique paire <y> telle que 4 =
On lit @ (g) . « vecteur @ de coordonnées x et y ».

On place délibérément les coordonnées d’un vecteur en colonne pour ne pas les confondre

avec les coordonnées d’un point.
4 J

Calcul des coordonnées d’un vecteur

Soent A (z4;ya) et B(zp;yp) dans (O ;;> Alors AB (ZB B §A>
B — YA

démonstration
7B = 70 + OB = 0B - 04
= (l‘B-ZerB-f) - (xA-Z+yA-f)

= (xp—24)i+ (yB—ya)J

Coordonnées d’un point translaté

Soient A (z4;y4) et @ (g) dans <O i, > Alors les coordonnées de A’, image de A par
Tz sont (x4 + ;94 +v).
démonstration

—_— o 5 — ,_
AA =G=z-i+y-j et AA’(“ xA)
yar —ya

Sy —xAa=x=>xp =Tp+x et Idem poury

Coordonnées de la somme de deux vecteurs

Soient @ (%7) et U (3:5) dans (O 7, j) Alors @ + ¥ <xﬁ + xﬁ)
Ya Yz Ya + Yi

démonstration

U+ 7= (xﬁ';‘i‘yﬁ'j) + <$6';+xﬁ'j> = @z +20) i+ (va+ o) 7
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Coordonnées du produit d’un vecteur par un scalaire

Soient k un réel et 4 (i) dans (O;Z’ ;> Alors ku (1;; z>

démonstration

J
Calcul des coordonnées d’un vecteur
Soient A (z4;ya) et B(xp;yp) dans (O 7, j) Alors I, milieu de [AB], a les coordonnées
TA+2TB YA+ YB
2 ’ 2 )
démonstration
On sait que ﬂ = %ﬁ donc en coordonnées,
1 TR — X TA+
gr—za=(zp-—aa)Sar="2_A g, =2""F
2 2 2
Meéme chose pour y.
J
Définition : déterminant )
. . L (xq S (xy
On appelle déterminant des vecteurs @ ( > et U <y > :
u v
Ty Xg
det (0,0) =" "VI=wzg-ys— x5 Yz
( ) vi Ys i " Yo v Yu
J

Critére de colinéarité

U et ¥ colinéaires & det (4, v) = 0.
démonstration

det (4,0) =0 < x7 - yg = 7" Ya

e Premier cas : xzz = 0. Alors zg - yz = x5 - yz = 0 et alors :

— soit £z = 0. Dans ce cas, @ = yg - j et U = yz- j Les deux vecteurs sont
colinéaires & ; et sont donc colinéaires entre eux.

— soit yz = 0, alors 4 = 0 et les deux vecteurs sont colinéaires.

e Deuxiéme cas : yzy = 0. En raisonnement de méme, on a la aussi les vecteurs
colinéaires.

e Troisiéme cas : xz # 0 et yz # 0
Alors zg - yg = g - yz # 0 et donc xz # 0 et yz # 0.

Ly v

On a donc xz = k- x5 et yz = k - yz et donc 4 = kv.
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Propriété )

A, B et C alignés < A‘B) et 1@ colinéaires

(AB)//(CD) & AB colinéaire & CD
démonstration
Nous avons défini deux vecteurs colinéaires comme deux vecteurs ayant la méme
direction. Si ﬁ a la méme direction que @, cela veut précisément dire que
(AB)//(CD). On voit donc que la seconde propriété découle de la définition.
Dire que A, B, C alignés revient a dire que (AB) = (AC) et donc (AB)//(AC). On
voit que la premiére propriété découle de la seconde.

\ J

2 Aire et déterminant

Soient @ et ¥ deux vecteurs. Je définis une fonction A qui recoit les deux vecteurs et qui
renvoie l'aire du parallélogramme définie par u et .

=1

=l
S

w
On choisit de compter Paire positivement si (i ;¥) est dans le sens trigonométrique (anti-
horaire) et négativement sinon.

Voyons les propriétés que devra avoir la fonction :
P1: A(u;v) = —A(U;1), en effet on a dit que I'on comptait I’aire en 4+ ou en — selon l'ordre
des vecteurs.
P2 : A(u;u) = 0. En effet, on a dans ce cas un parallélogramme aplati d’aire nulle.
P3: A(k-u;v) =k - A(u; V). En effet, on voit que si la longueur du vecteur 4 est multipliée
par exemple par 2, alors 'aire est multipliée de la méme facon.

Si laire est multipliée par —2 par exemple, cela renverse le sens de u si bien que I'angle entre
les deux vecteurs change de sens, on a donc bien un changement de signe de Iaire.
P4 : De la méme fagon, A (id;m-v) =m - A(d;7).
U1 + V) = A(d;0h) + A(d; 02)
3 Q7’) + A (u2 3 )

P5 : Sur la figure ci-dessous, on voit que A (
P6 : De la méme fagon, A (1 + s ;7) = A(

—

u;
Uy
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Fort ce ces propriétés, on peut calculer 'aire d’un parallélogramme en fonction de ’aire

A7) = A (i + yaf s 761 + v )
(P5) = A(i;7) = A (xaﬂ yaf;:va'f) +A (xaﬂ yaf;yaf)
(P6) = A(u;v) = A (l’a;;waﬂj + A (yaf;ﬂfﬁf) + A (wa;;yﬁf) + A (?Jﬁjw??j)
(P3) = A(@;7) =$ﬁ-A(f;ng) +ya-«4<5’;xﬂ) +:vﬁw4(5;yaf> +ya-«4<3’;yﬁ)
(P4) = A(u;0) = 2 xa-A(E;f) +xﬁ'yﬁ'A(g§j> +ya'9€a-¢4(335) +yﬁ'y5'v4(f;f)
(P2) = A(@:7) = 0+ 2z yz- A (33 ) +ya- w5 A(J37) +0
(P1) = A7) = g ys - A (737) = ya- 25 A(757)
A3 9) = det (@;9) - A7)

On voit donc que le déterminant donne 'aire du parallélogramme exprimé en unité d’aire.
L’unité d’aire est l'aire du parallélogramme porté par i et ; (l’aire d’un carreau sur notre qua-
drillage).

La fonction aire que nous avons définie reprend le principe du produit vectoriel. Il s’agit
d’un produit que ’on note parfois A et on pose (tout comme on vient de le faire) :

e UNT=—TUNU
e (a-U1+b-t)ANT=a- (U ANV)+b- (2 \ D)
Ces deux régles suffisent & obtenir les autres.

On peut extrapoler ces régles pour des dimensions plus élevées, par exemple en dimension 3.
Cela donne des régles de calcul extrémement efficaces pour calculer des surfaces en 3D ce qui est
trés utile par exemple pour faire des calculs dans les jeux vidéos.
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